Kovacs Edith’

SPECIALIS TOBBVALTOZOS ELOSZLASOK
MODELLEZESE KOPULAK SEGITSEGEVEL

Osszefoglalé: A cikkben bemutatunk egy médszert az egyiittes eloszlas modellezésére, azzal a felté-
telezéssel, hogy ismerjiik a peremeloszlas-fuggvényeket. A tobbvaltozos egylittes eloszlasfiiggvény teljes
mértékben jellemezi a valészinlségi valtozok Osszefliiggésének mértékét, ezért ez egylittes eloszlasfiigg-
vény modellezése az 6sszefiiggés mérésének a kiindul6 pontja.

Egy portfolié kockizatanak a modellezésére idaig leggyakrabban a tobbviltozds Gauss-eloszlds volt
hasznilatos , mivel nagyon sok kényelmes tulajdonsaggal rendelkezik. A gyakorlat sajnos bebizonyitotta,
hogy nem mindig illeszthetd a valds adatokra.

Egydimenzids val6szintiségi valtozok esetében a normalis eloszlassal valé6 megkozelités nagyon hasznos-
nak bizonyul, mivel nagyon sokféle eloszlas kozelitheté meg bizonyos feltételek mellett a normalissal.

Mint ismeretes sok olyan nem normalis egyuttes eloszlas 1étezik, amelynek a peremeloszlas- fliggvé-
nyei normalisak. Az egyik f6 hidnyossdga a tobbvaltozos normalis eloszlasfliggvénynek, hogy az 6sszefiig-
gés az extremitasokban 0. A valds vilagban, példaul a pénziigyekben, sok olyan eset van, amikor a nagyon
nagy értékek, illetve nagyon kicsi értékek egytittesen fokozott val6szintiséggel kovetkeznek be. Ezeknek
a sajatossagoknak a modellezéséhez fogjuk az archimédeszi kopulak fajtajabél a Gumbel, Frank és Clayton

csalddokat hasznalni [4], [5]

Kulcsszavak: normail eloszlas, kopula, extremitasokban val6 fiiggdség, archimédeszi kopula.

Bevezetés

Dolgozatunk célja két olyan valészinlségi valtozo egylittes eloszlasanak a modellezése, amelyek
extremitasokban val6 Osszefiiggést mutatnak (a kiugré értékek egyszerre kovetkeznek be) és ezek dssze-
fiiggésének jellemzése.

A gyakorlatbdl lathattuk, hogy a kockazat-elemzésben nagyon fontos szerepet jitszanak az egylitt
bekovetkez6 extrém értékek. Ezeknek figyelembevételével kell majd a modellt megszerkeszteni.

A dolgozatban egy nem normalis egytittes eloszlas segitségével modelleziink; a fent emlitett specialis
kivinalmakat figyelembe véve, a kétviltozos egylittes-eloszlast igy, hogy a peremeloszlasokat normalisnak
tekintjiik. Ehhez felhasznaljuk az el6z6 cikkiinkben [2] bemutatott Gumbel, Clayton és Frank kopulakat.

*

Féiskolai adjunktus, Altaldnos Villalkozdsi Féiskola
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A: Rovid emlékezteté a kopulakrol
1. A kopulafiiggvény értelmezésérdl (roviden)

Egyszertien fogalmazva [3]: tobb valdszinliségi valtozohoz tartozé kopulafuggvény az egyuttes elosz-
lasfiiggvény és a szimpla valdszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényeit egyesiti magidban. Ahogyan azt mar
[2] bemutattam, a kopulafiiggvény segitségével teljesen leirhaté kettd vagy tobb valészintségi valtozo
statisztikai Osszefliggésének a mértéke.

A kopulafiiggvények felhasznalasanak két 6 iranya:

* Meghatdrozhatjuk a kopulafiiggvényt az egyiittes eloszlasfliggvény ismeretében. (Az egytittes el
oszlasfiiggvény egyértelmiien meghatarozza a peremeloszlas-fliggvényeket.
Ezek ismeretében a Sklar tétel [l] alapjan konstrualhat6 egyértelmien a kopulafiiggvény.)

* A mintabdl kapott adatok alapjan megvalasztjuk a megfelel kopulat, amelyet egyesitink a perem-
eloszlis-fiiggvényekkel. igy modellezhetjiik a mintinak megfelel6 egyiittes eloszlast.

Definicié 1.1: Kopulafuggvénynek nevezink minden olyan fiiggvényt, amely a kovetkezd képpen

van értelmezve:
C:[02f —[o1] es

eleget tesz a kovetkezd tulajdonsigoknak:

a) V uvel C(u,0)=C(0,v)=0
b) V uvel Clul)=u C@v)=v
¢ V u,u,Vv,v,el; u<u,Vv, <V,

C(UZ'VZ)_C(UZ7V1)_C(ul'V2)+C(ul'Vl)2 0

Tétel 1.1. (Sklar) [1]: Ha X és Y folytonos valoszintiségi valtozok H (X, y) egyuttes eloszlasfiigg-
vénnyel és F (X) il IetveG(y) peremeloszlas-fiiggvényekkel, akkor létezik egy

c:[0;1f - [0;1]
kopulafiiggvény, amelyre igaz, hogy
vuveloa  Cu v)=H(F () G‘l(v)).

Forditva: Ha C: [O; 1]2 - [O; 1] , C(F (X), G(y)) egy kopula, akkor létezik egyetlen egy egyiittes
eloszlasfiiggvény H(x,y) , F(x) és G(y) peremeloszlisokkal. Erre teljestil:

VxyeR  H(xy)=C(F(x) G(y)



2. Az archimédeszi kopulak [5]

Definicié 2.1: Azt mondjuk, hogy egy C : [0,1]2 — [O,l] kopula archimedeszi, ha létezik egy konvex
csokkend fuggvény ¢ : b,l] — R a kovetkezd két tulajdonsaggal:

01)=0 ¢ C,(u,v)=0"(0(u)+o(v)

Az archimédeszi kopulafiiggvényt egyértelmiien meghatirozza a ¢ generalofiiggvénye [3], [4]
A tovabbiakban a kovetkezd archimédeszi kopulacsaladokat fogjuk hasznalni:

1

1. Gumbel-csaldd (1960) C(y,v) = g (0 vl > 1.

6(v)=(=Inv)"

Ezt a csaladot a felsé extremitdasokban val6 erds Osszefiiggés jellemezi, mint ez az 1. dbran lathatd.

1. abra

1
2. Clayton-csalad (1978) C(u,v) = (u—oc e _1F; o>0-
o) =v 1.

Ezt a csaladot az Osszefliggés az alsé extremitasokban jellemzi, ahogyan azt a 2. dbra mutatja.
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(e‘““ - 1)(e‘°‘V - 1)

1
3. Frank csalad (1978) C(u,v) = &In 1+ e _1 aeR
e™ -1
v)=In

Ez a csalad szimmetrikusan erés extremitasokban valé dependenciat mutat. Ez lathat6 a 3. dbran.

3. abra

3. Extremitasokban val6 dependencia (0sszefiiggés):
® Felsé extremitdsokban val6 Osszefliggés, akkor létezik, ha a kdvetkez6 hatarérték pozitiv
(vagyis a nagy ,kil6g6” értékek egyszerre kovetkeznek be):

Mgper =liMP(Y =G (u)/ X 2 F ()

u<l

* Also extremitasokban val6 Osszefuggés akkor van, ha a kovetkezd hatarérték pozitiv

(vagyis a kicsi ,kilogd” értékek egyszerre kovetkeznek be):

Mows =lIMP(Y <G(u)/ X < F(u))

u>0

Megjegyzések:
* A Gauss-closzlasnak, amelyhez tartozo6 korrelacio kisebb mint 1 nulla az alsé extremitasokban valé
dependenciija, ugyszintén a felsd extremitasokban valé dependenciija.

Az extremitasokban val6 Osszefliggés a kopulin mulik és nem a peremeloszlasokon, ezért a kopu-

lat kell megfelel6en megvalasztani.
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B: Egy specialis egyiittes eloszlasnak megfeleld kopula modellezése

A tovibbiakban abbdl indulunk ki, hogy X és Y N (yl, Gl) illetve N (;12 o ) normadl eloszlasa valé-
szinlségi valtozok.

Az alapotlet a kovetkezd: modellezni fogjuk numerikusan a mintanak megfelelé kopulat, szem elétt
tartva az extremitasokban valé Osszefiiggés tipusat. Ennek érdekében a fent bemutatott harom kopula-
csaladot fogjuk hasznalni.

Tegyuk fol, hogy van egy n darab (Xi VY, )pz’lrbc’)l allé mintank. Ezekhez hozzarendeljiik a megfelelé u

és v értékeket az alabbi képletek szerint:

1.
X Y  u=F(=0|XHh v=G(y)=d| Y M2
1 G2
Xl yl ul Vl
Xn yn un Vn

2. Kiszamoljuk az empirikus Kendall-mutatdkat:

c—-d
T = ,
c+d

ahol ¢ = a mintdban 1év6 konkordans parok szamossaga (azok a parok az {()ﬂ Y ); (X]- 'Y )} parok
szamossaga amelyekre igaz, hogy (Xi - X ) (yi —Y; )>‘ 0,

d = diszkordans parok szimossaga (azok a parok az {()ﬂ Y ); (X]- 1Y )} parok szamossaga, amelyekre
igaz, hogy (% —x;)- (v, =¥, )< 0).

3. Kiszamoljuk az ¢ paramétert, amely a Kendall-féle empirikus mutaténak a fiiggvénye.
Kivalasztjuk az adott kopula csaladbdl a megfelel$ kopulat.

Gumbel Clayton Frank

azl_lr;ae(o’oo) 05:; 056[0,00) v + o where D, !a(et—1;C|



=

4. ¢ ismeretében megallapitjuk a generald fliggvényt

Gumbel Clayton Frank

e” -1

o(v)=(=Inv)” o(v)=x"“-1 o(v)=In

5. Felhasznalva az els6 1épésben kiszamitott u és v értékeket, most kiszamoljuk a kivalasztott kopula®
generil6 figgvényének a ¢(u) és (I)(V) értékeit:

o(u,) ¢(v,)

¢(u,) o(v,)

6. Az 6todik 1épés nyoman kiszamolhatjuk a kopula diszkrét pontokban felvett értékeit.

Gumbel Clayton Frank
i =m L “ oy _q)e 11, =2 -1)
—|(=Inu; )* +(=Inv;, )* [ . _ = — . _ - -
C(ui,Vi):e u 5 C(ul’vl)_(ul +V| —1)E, C(u'\/')_aln(1+(9,_;|_]
a>1 a=0 oeR
i=1...n

7. Kiszamoljuk ugyanezeken az (lJi WV )diszkrét pontokon, a fuggetlenségi kopula altal felvett
értékeket: TI(U,V, )= U, .V, .

8. Kiszimoljuk ugyanezeken az (ui  V; )diszkrét pontokon, a maximilis kopula értékeit M (Ui )V ),
illetve W(u,,V, ) értékeket.

9. Bevezetiink egy mutatot, amellyel az Osszefuggés mértékét fogjuk jellemezni.

Ehhez a kovetkez6 jeloléseket lesznek sziikségesek:

o Jelolie A =C(u;,v,)-II(u,,v,).
6—1 haA >0 és_-—{l ha A <0

* Jeldlie T 7 kiilénben

0 kildnben

* A Genest, Mac Kay 1993 elmélete és [8] alapjan



Az alapotlet az, hogy szamszerusitsiik a modellezett kopula C(u,v) és a fiiggetlenségi kopula kozotti

eltérést. Ehhez hasznilhatjuk példdul a az eltérések négyzetének 6sszegét a mintdbol szirmaztatott pon-
n
2
tokon: 2 (C (Ui Vi )- H(Ui Vi ) . Minél kozelebb ill ez az 6sszeg a nullihoz, annail kozelebb all a
i=1
valtozok kapcsolata a fliiggetlenséghez. A probléma, abb6l adédhat, hogy ennek a szimnak nincsen szam-

szeru felsGhatara.
Tudjuk, hogy minden kopula a minimalis és a maximalis kopula kozé esik, ebbdl kifolyolag pedig

minden (Ui  V; )pontban szamolhatunk egy maximdlis eltérést:

® Ha a C(u,v) kopula a fiiggetlenségi kopula f616tt halad, akkor a maximalis eltérést az (Ui  V, )
pontban a M (u,,Vv,) —I1(u;,V,) adja.
* Haakopulaa C(u,v) kopula a fiiggetlenségi kopula alatt halad el akkor a maximalis eltérés az (Ui WV, )

pontban a IT(u;,v;) —W(u,,V,)adja.

A probléma az, hogy el6fordulhat, hogy egy kopula metszheti a fliiggetlenségi kopulat, emiatt pedig
bemutatjuk az altalunk konstrualt kopula és a fiiggetlenségi kopula kozotti eltéréseket [a Clayton (CG ),
Gumbel (CG), Frank (CF)] kiilonbo6z6 o értékekre. Ha az eltérések pozitiv irdnyban rajzolodtak ki, akkor
az altalunk konstrualt kopula van folal (4, 5, 6. abrak), ha pedig negativ irinyban rajzolédnak ki, akkor az
altalunk konstrualt kopula halad el a figgetlenségi kopula alatt (7, 8. dbrik), de el6fordul, hogy negativ
tartomanybol pozitivba valt at, vagy forditva. Ilyen esetekben pedig valahol metszi a fliggetlenségi kopu-

22

Ezen sajatossiagok figyelembevételével bevezetjiik a kévetkez6 mutatot:

l@MMFH@Vf

~ >
|

Sl .9)- )P 3B v) -]

n
i=1 i=1

Ez a mutatd mar nulla és egy kozé esik.

C: Kovetkeztetések

A B: részben bemutatott modszer altal numerikusan modelleztiink egy normalis peremeloszlasa, de
nem normadlis egyuttes-eloszlasnak megfelelé kopula fliiggvényt, figyelembe véve az extremitasokban
megfigyelhetd sajatossagokat.

A mintabdl nyert adatokra timaszkodva bevezetiink egy empirikus mutat6t O i v, amely jellemzi az 6ssze-
fiiggés mértékét. Minél kozelebb all O i v az 1-hez, annil erésebb kapcsolatot sejthetiink a kétvaloszintiségi

valtozé kozott; minél kdzelebb all ez a mutaté a nullihoz annal gyengébb kapcsolatot sejtet.



4 abra* **

alfa=41; eltérés CG - uv
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5.abra* **

alfa=-0,5; eltérés: CF - uv
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* A sikban mérjiik az u és v értékeket, tebdt fekvé négyzet [0;1]2
** Erdemes megfigyelni a fiiggéleges tengely értékeit. Minél nagyobbak anndl nagyobb az eltérés a
fiiggetlenségi kopuldtol, tebdt erdsebb az Osszefiiggés. (Megjegyzés: kiilonbozo abrdakon kiillonbo-

26 a mértékegység.)



6. abra * **

alfa=3; eltérés CG -uv
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7.abra* **

alfa= 0,5; eltérés: CF -uv
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% A sikban mérjiik az u és v értékeket, tehd fekvd négyzer |01
#* Erdemes megfigyelni a fiiggéleges tengely értékeit. Minél nagyobbak anndl nagyobb az eltérés a
fiiggetlenségi kopuldtol, tebdt erésebb az Osszefiiggés. (Megjegyzés: kiilonbozd dbrdakon kiillonbo-
26 a mértékegység.)
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