Lipécz Gyorgy

A HAROM RAB ESETE

EGY VALOSZINUSEG-SZAMITASI PARADOXON TANULSAGAI

Az alabbi paradoxon kozismert, a valészinlség-szamitasi példatarak, logikai feladvanygytjtemények
kedvelt darabja. A feladat elsé latasra nem tinik bonyolultnak, de sokszor matematikaban jartas embe-
rek is belezavarodnak, és sokan a megoldast is kétkedve fogadjak. Elemzésiinkben ennek okait kutatjuk,
bemutatva és tobb oldalrdl megyvilagitva a megoldast és a megoldashoz vezetd ut buktataoit.

A paradoxon

Hdrom haldlraitélt rab — A, B és C — szomorkodik a bortonben. Igaz, egyikiik kegyelmet kapott, de
nem tudjdk melyikiik. Annyit tudnak: a kivalaszids véletlenszeri volt, az esély tebdt egyenként 1/3. A
borténor a faggatdsra azt vdlaszolja: tilos neki elarulni, ki kapta a kegyelmet. Az A rab igy szol a
bortonérboz:

—Jo, nem azt kérdezem tdled, bogy én vagyok-e a szerencsés, aki kegyelmet kap. De legalabb mutass
ra a mdsik két tarsam koéziil az egyikre, aki biztos meghal. Ezzel nem drulsz el titkot, biszen azt ugy is
tudom, bogy a mdsik kettd koziil legaldbb az egyiknek meg kell halnia.

Az Or némi tépelddés utan enged a kérésnek, ramutat A egyik tdarsdra, C-re. A elgondolkodott, és
elbatdrozta, hogy B-nek eldrulja az informdciot, C-nek kiméletbol nem szol semmit. B maga elé nézett,
és igy sobajtott:

— Most mar csak ketten vagyunk, akik reménykedbetiink a kegyelemben, te és én. Az esélyiink tebdt
1/3-r6l Y>-re nott, mégis ugyanolyan nyugtalan vagyok, mint azelott!

— Megértelek — valaszolta A —, raaddsul én még abban sem vagyok biztos, hogy az esélyeim javultak
volna. Az 6r ugyanis énrdlam nem nyilatkozott... (Hiszen tilos neki nyilatkozni, és én ravaszul ugy
tettem f6l a kérdésemet, hogy ne kelljen megszegnie a szabdlyt.) Ezért a vdlasza csak rdd és C-re vonat-
kozott. Az én esélyem tehdt tovdbbra is egybarmad. Ha valakinek ndtt az esélye, az csak te lebetsz.
Szivesebben lennék most a belyedben!

- Ugy gondolod, jobban jdrndl, ha az én ,B” feliratii rabrubdmat btizndd magadra? — kérdezte B,
fejét ingatva. — Semmi értelme nem lenne. Teljesen mindegy, hogy az or kinek a kérésére drulta el C
kivégzését. A lényeg az, hogy C-t biztosan kivégzik, és ha kivégzik, akkor a mi esélyeink megudaltoznak
(szerencsére megnének), de egyenléek maradnak, hiszen eredetileg is egyenléek voltak.

Bdr suttogva vitatkoztak, az 6r meghallotta, és egyiitt érzé hangon igy szolt:

— Ldatom, szorult belyzetetekben is élvezetet okoz nektek az esélyek latolgatdsa és matematikai elem-
zése. De a belyzet az, hogy a vitdtoknak semmi értelme. A sorsolds tegnap volt. ElGtte mindenki esélye
1/3 volt. A sorshiizds utdn azonban mdr nincsenek esélyek, a kérdés elddlt. En pontosan tudom,
melyikdtok kap kegyelmet. A ti vitdtok ezen mdr nem valtoztathat. Nagyon sajndlom.

Kinek van igaza, A-nak, B-nek vagy az 6rnek? Igaz-e, hogy A esélye nem viltozott? Vagy val6ban Y2-re
nétt? Erdemes volna-e A-nak ruhit cserélnie B-vel? Igaz-e, hogy a sorshiizis utdn nincs is min vitatkozni?

Alabb sorra vessziik, hogy miért nem j6 a fentebbi vilaszok egyike sem. Es vilaszt kerestink arra, miért
marad még sok matematikaban-jartas emberben is kétely a helyes megoldas ismerete utan is?
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lgaz-e, hogy A esélye '/2-re nott?

Az V>-re vezetd érvelés — amelyet a feladatban B képviselt — részletezve a kovetkezd:

Jelolje A, B és C azt az eseményt, hogy az illeté rab kegyelmet kapott. A feltilvonas azt jelenti, hogy az
illet6 rab nem kap kegyelmet. A C esemény tehit azt jelenti, hogy a C rabot kivégzik..

Ezen érvelés szerint a harom rab sorsa egytttesen haromféleképpen alakulhat, mindegyik valtozatnak
azonos az esélye. A lehetséges esetek:

C Ha C a szerencsés rab, az 6r B-re mutat, és A meghal.
C Ha B a szerencsés rab, az 6r C-re mutat, és A meghal.
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C Ha A a szerencsés rab, az 6r akir B-re, akar C-re mutat, A megmenekul.

Ezek szerint két olyan (egyenld esélyi) eset van, amikor C rabot kivégzik, ezek koziil az egyikben A rab
megmenekul. Tehat ha A szamara kiderult, hogy C-t kivégzik, akkor az esélyei 50%-ra néttek.

Formilisan egy feltételes valosziniség, a P(&C) értéke a kérdés: ,Mi a valoszinlsége az A rab
megmenekulésének, ha kiderult, hogy a C rab biztosan nem menekiil meg?” A feltételes valészinliség

definicidja szerint:

P(&c):%%cy):
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Az '2-re vezetdo gondolatmenet hibaja

A fenti érvelés azonban hibas. Az benne a probléma, hogy ,, C-t kivégzik” és ,Az 6r C-re mutat” esemé-
nyek nem azonosak egymassal. Ha az 6r C-re mutat, akkor C-t biztosan kivégzik, ennek esélye 100%.
Forditva azonban nem igaz: ha C-t biztosan kivégzik, abbél nem kovetkezik, hogy az 6r C-re fog mutatni.
A két eseményhez tartozo valészinlség altalaiban nem azonos. Marpedig ami a rabok szamara informacio,
az az Or ramutatasa. -

Jelolje M azt, hogy az 6r a C rabra mutat. Tehat: M . # C.

A két esemény kozotti kapesolat: M € C |, szemléletesen:

A kisebb sziirke téglalap a nagyobbik fehérnek a része (részhalmaza). Ha a kis téglalapban allunk,

\

C-t kivégzik

Az 6r C-re mutat

- /

akkor benne vagyunk a nagyobbik téglalapban is, de ha csak annyit tudunk 4llitani, hogy benne vagyunk
a nagyban, akkor abbdl természetesen nem kovetkezik, hogy a kicsiben is benne lennénk. Azaz: ha az 6r
C-re mutat, akkor C-t biztosan kivégzik, de abbdl, hogy C-t kivégzik, nem kovetkezik, hogy az 6r C-re
mutat.

Ezt a tovabbiakban mar nem hagyjuk figyelmen kiviil, de a nehézségek sora ezzel még nem ért véget.




lgaz-e, hogy 1/3 marad A rab megmenekiilési esélye?

Vezessiik be, tehdt az M, eseményt, ami azt jelenti: ,Az 6r C-re mutat”. Ekkor a feladat a P(AIM c)
feltételes val6szintiség meghatarozasa: ,,Mi a valészinlsége annak, hogy A megmenekiil, feltéve, hogy az

Or C-re mutat?”

Ha C-t biztosan kivégzik, akkor A és B koziil egyikik biztosan megmenekil. Az dbrank ennek megfe-
leléen atirhato.

/ A és B kozil egyikik \
megmenekdl

Az 6r C-re mutat

N /

Abrankat két vonatkozasban is tovabb fejleszthetjik.

® Egyrészt: tovabb tagolhatjuk az dbrat, elkilonithetiink az A, B és C eseményeknek egy-egy
téglalapot, €s mindegyiken beliil kijelolhetiink egy M_-nek megfeleld rész-téglalapot.

® Maisrészt: elkészithetjik ugy a Venn diagramunkat, hogy a résztertiletek az események
valésziniiségével legyenek aranyosak. Az egész terilet célszeriien egy egységnégyzetbe foglalhato,
tekintettel arra, hogy az A, B, és C események teljes eseményrendszert alkotnak.

Igy az alabbi szemléletes dbrat kapjuk. Az M_ eseményt a sziirke tertilet jelzi, ennek komplementere a
M,, ami az dbran fehér teriilet. Afiiggdleges oldalbosszak az A, B, C események valoszinlségével, vizszin-
tes oldalak a feltételes valoszintiségekkel egyeznek meg. Az abrabdl a feltételes val6szintiség fogalma, a
teljes valoszinlség tétele és a Bayes tétel is konnyen megérthetd.
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Az abra alakjira, méreteire vonatkozdan a kovetkezoket vettiik figyelembe:

* Az A, B, C téglalapok egyformak: mindegyik alapja 1, magassaga 1/3,
mert P(A) = P(B) = P(C) = 1/3

* A Ctéglalap egésze fehér, nincs benne sziirke teriilet, mert ha C menekil meg, akkor az 6r
nem mutathat C-re. Formilisan: P(M c ‘C) =0.

* A ko6zépso B téglalap egésze sziirke, mert ha a B rab az, aki megmenekiil, akkor az 6r biztosan C-re
fog mutatni, masra nem mutathat, tehat P(M c | B) =1

* Hatra van még, hogy az A téglalapban mennyi a sziirke rész arinya, azaz mennyi a P(M c |A)
értéke. Ez nincs megadva a feladatban. Gondolhatjuk azt, hogy az 6r — az A rab kegyelme esetén —
véletlenszertien valaszt B és C kozott, ez esetben P(M c ‘ A) = 12, és ekkor az A téglalap felerészben

lesz szurke, a fenti abrat igy rajzoltuk meg.

Végso soron a két eseményrendszer egyiittes valoszinliség-eloszlasit szemlélteti az dbra. Az dbra alap-
jaul szolgdld adatokat az aldbbi tablazat foglalja 6ssze:

Mg Mc
A 1/6 1/6 1/3
0 13 /3
C 1/3 0 1/3
Ya Ya 1

Az abrabdl a kovetkezd olvashato le: Az A téglalapon beliili sziirke rész aranya az 6sszes sziirke tertlet-
nek az 1/3-a. Ez azt jelenti, hogy azon esetek koziil, amikor az 6r a C-re mutat, 1/3 azon esetek ardnya,
amikor A megmenekiil. Képlettel: P(AIM C) = 1/3. Tehit ha az 6r C-re mutat, akkor A megmenekiilési
esélye 1/3. Az eredmény meglepd, mondhatni, paradox, hiszen ez ugyanannyi, mint a rimutatas el6tt!

Amit az dbrardl leolvastunk, az képletekkel igy irhat6 fol:

P(M|A)P(A)
PAM )= P(M.|A)P(A)+P(M|B)P(B)+P(M.[C)P(C)

Ez a Bayes-tétel, amit szemléletes tartalma alapjan fogalmaztunk meg. A szimlaléban az A téglalapon
belili sziirke teriilet nagysaga van, a nevezdben a sziirke terulet teljes nagysaga. A példabeli adatokkal:
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Az 1/3-0s valasz problémaja

Az 1/3-0s valasz tehat helyesnek latszik, bar a feladatbeli érvelés, miszerint A esélye azért marad 1/3,
mert az Or valasza nem A-ra vonatkozott, és ezért csak B és C viszonylatiban van jelentdsége, természete-
sen helytelen. Ebben a gondolatmenetben az a probléma, hogy a P(M c ‘ A)-nek nem kell sziikségképpen
Y2-nek lennie. A feladat err6l nem mond semmit. Természetesen lehetséges, hogy amikor az 6rnek don-
tenie kell B és C kozott, akkor az 6r feldob egy szabalyos pénzérmét. Ez esetbenP(MC|A) =1 . De

lehetségesek egyéb kézenfekvd esetek is:

* Tegyuk fel példaul, hogy az 6r A kegyelme esetén betiirend szerint B és C kozil B-re fog mutatni,
mert a listdjan B el6bb kovetkezik. Ekkor P(M C|A) = 0. Ez azt jelenti, hogy ha az 6r C-re mutat,
akkor A biztosan nem kap kegyelmet.

® Vagy forditott bettirend alapjan biztosan C-re fog mutatni. Ez esetben

P(M c | A) = 1, és a végeredmény Y2, tehat A esélye nétt. Adott feltevések mellett tehdt az Y2-es
eredmény is lehet j6 megoldas.

® Vagy az 6r foldob egy érmét, és fej esetén fog C-re mutatni. De az érme kopott és gorbe, a fej
valészintisége 60%, tehdt P(M c ‘A) = 0,6, és a végeredmény 37,5%.

Ha pedig tartjuk magunkat ahhoz, hogy a C-re mutatas valészintGségét nem tudjuk, akkor csak annyit
mondhatunk, hogy A esélye valahol 0 és 2 kozott lehet.

Erdemes lenne-e A-nak ruhat cserélni B-vel?

A fentiek alapjin erre egyértelm vilaszt tudunk adni. A-nak dltaldban érdemes ruhit cserélnie, mert
A esélye legfeljebb Y2, B esélye pedig legalabb 2 (B esélye ugyanis A esélyének a komplementere.). A
ruhacsere A esélyeit altalaban javitja, és semmiképp se rontja.

Mi okozza a feladat nehézséget?

Most mar tudjuk a megoldast. Vizsgaljuk meg, mi okozta ebben a feladatban a nehézséget? A népsze-
rd logikai feladatok tobbnyire olyanok, hogy elsé ranézésre nehéznek, vagy akar megoldhatatlannak
latszanak, aztan amikor nagy nehezen rajoviink a megoldasra, akkor a megoldas egyszertinek és kézen-
fekvének tlnik. A hdarom rab esete nem ilyen. Ez elsé hallasra egyszertinek tdnik, és aztan kidertil, hogy
nem is olyan egyszerud. A kézenfekvdnek tlind megoldds nem jo, illetve egyidejileg tobbféle — egymasnak
ellentmond¢ - ,kézenfekvd” megkozelités is helyesnek latszik. Es amikor végre tisztaztuk a megoldast,
akkor sincs olyan érzésiink, hogy most mar minden rendben, minden vildgos. S6t, a megoldas ismereté-
ben is hajland6ak vagyunk elbizonytalanodni, és matematikdban jaratos emberek is sokszor kétkedve
fogadjak a megoldast.

Az egyik nehézséggel mar taldlkoztunk. Ez abban dllt, hogy a C és az M eseményeket meg kellett
kiilonboztetni egymastol. De 6nmagiban még ez sem elég. Hiszen akad, aki megkiilonbozteti a kettdt, de
azt gondolja, hogy elegendé abbdl a ténybdl kiindulni, hogy C-t kivégzik, mert hiszen ha az 6r — dgymond
— C-re mutatott, akkor C-t biztosan kivégzik. Es ez ut6bbi illitis 6nmagdban igaz is! Mégsem helyes abbol
a ténybdl kiindulni, hogy C-t kivégzik. Mert itt nem egyszeriien C kivégzése a tovabbi kovetkeztetések
alapja, hanem maga az M c = C osszetett 4llitds. Végiil is az P(M c ‘ A) feltételes valoszintiségbdl kell
kovetkeztetni az M . = C illitas figyelembevételével egy masik feltételes valoszindségre, a P(N M. )-

re.

A masik leginkdbb meglep$ mozzanat minden bizonnyal az, hogy a feladatban elhangzik egy lényegi
informacio, és A esélye mégsem valtozik. Ezek szerint ez még sem volt Iényegi informacio, és a tankonyvi
megoldasok ezt szeretik is hangsilyozni.



—1

(==
N

Maradjunk a P(M C|A) = Y2 esetnél. Ekkor azt kaptuk, hogy
1
P(NM c )= P(A)Z :_3

Az A esemény valoszinlis€ége 6nmagdban ugyanannyi, mint az A eseménynek az M. feltétel melletti
valészinlsége. Mis szoval: az A és az Mc események fiiggetlenek. Ami viszont tobbszorosen is sajitos eset,
mert:

* el6szor is, mint fentebb tisztaztuk, ha P(Mc/A) nem V2, akkor az A és az Mc események
nem fiiggetlenek;

* masrészt, ha az A és az Mc események fiiggetlenek is, az {A, B, C} ésa {™m gy Mc }
teljes eseményrendszerek mar nem fiiggetlenek egymastol.

Az abrankrol ranézésre leolvashat6, hogy a két eseményrendszer valéban nem fiiggetlen. Friggetlen-
ség esetén ugyanis — amint az Ronnyen beldthato —a sziirke M, teriilet ardnya minden egyes téglalapon
beliil azonos lenne.

Onmagiban és dltalidban teljesen jogos tehdt az a varakozas, hogy az 6r rimutatasa alapjan a szereplék
esélyei médosulni fognak. Es ebben a példiban is médosulnak, hiszen C reményei megsemmisiilnek, B
esélyei is javulnak, és csak egy nagyon specialis korilménynek koszonhetd, ha A esélyei valtozatlanok
maradnak, mis feltételek érvényesiilése esetén nem maradnak viltozatlanok, néhetnek is, csokkenhet-
nek is, mint lattuk.

Ha P(M C|A) =1/, és Osszevonjuk a B és C eseményeket, tehat ha csak az A és az M. eseményeket
nézziik, azaz, az {A, A} ésaz {M .

és abrabdl jol lithaté hogy ez a két eseményrendszer egymastdl valdban fiiggetlen.

M c }eseményrendszereket, akkor az ennek megfelel6 tablazatbo6l

Mg Mc
A 1/6 1/6 1/3
A 13 13 2/3
%) %) 1
Az ennek megfelelé abra pedig:
A Mg Me
BvC

Mg

M
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Ha ez utobbi dbrdban az A téglalapon beliil az M ardnyat noveljiik vagy csOkkentjlik, (tehat P(M c | A)
értékét valtoztatjuk, akkor természetesen a fiiggetlenség mar ebben az Gsszevont formaban sem fog
fennallni.

Megjegyzendd, hogy a tankonyvekben nem elég sullyal, vagy egyiltalain nem szerepel teljes ese-
ményrendszerek kozotti fiiggetlenség, aminek a specidlis eseteként lenne értelmezhets két egyedi ese-
mény figgetlensége. Pedig a statisztikaban az asszocidcid, tehat két mindségi ismérv kozotti kapcsolat
szorossaga, tovabba két valosziniiségi valtozo figgetlensége is erre a megkozelitésre épiil.

Az or véleménye

Az Or azt allitja: miutdn a sorsolas lezajlott, nincs mar tovabb értelme valészintlségrél beszélni, hiszen
100%, hogy a kisorsolt rab kapja a kegyelmet. Az 6r allitasara informaciéelméleti megkozelitéssel lehet jol
valaszolni. Mert igaz ugyan, hogy a kivalasztas eld6lt, de a rabok bizonytalansdga megmaradt. Es a rabok
bizonytalansiga szempontjabodl egyre megy, hogy

* sorsolas el6tt vannak;

® vagy utana vannak, de még nem tudjak az eredményt.

Es akkor érkezik egy informaci6. Ha az érkezne, hogy kinek kegyelmeznek meg, akkor a bizonytalan-
sag teljesen megsziinne. Ennek az informacidnak az értéke 1,6 bit lenne, mert az eredeti helyzet bizony-
talansiga, azaz entropidja kereken 1,6. Az R a kegyelem valdszintségének eloszldsa a rabok kozott. H
jeloli az entrépiat.

H(R) = -p(A)log, p(A)- p(B)log, p(B)- p(C)log, p(C)

1

1 1 1 1 1
H(R) = —§|092§—§|092§—§I092§ =1585 bit

Az 6r azonban nem sziinteti meg teljes egészében a bizonytalansigot. Az 6 informacidja kevesebb,
mint 1,6 bit, csak 2/3 bit (0,67 bit), tehat az 6r informacidja utini helyzet entrépiaja kereken csak 0,9 bit.

H <R|Mc )= —%Iogz %—glogz % = 0,918 bit

Az informécidnyereség, illetve a ramutatds informaciémennyisége:

H(RM.)-H(R)=1585-0918= i,

A ramutatas tehat a rabok szamara 2/3 bit informaci6t nydjtott. Nem az egyes rabok szamara, hiszen az
entropia nem egyes eseményekre, hanem az eloszlisra vonatkozik.

Az egyes rabok helyzete eltéréen alakul: C szimara példaul egyértelmiivé valt a helyzet, az 6 szamara
az 1/3 esély a O-ra csokkent. Az 6r ramutatdsa C-nek 0,918 bitet ért, amennyiben a {C, nem C} teljes

eseményrendszer entrépidjat vesszik alapul.

Mint lattuk (ha a C-re, illetve a B-re mutatas esélye egyenld) akkor A szimara a helyzet nem valtozik.
Szamara az 6r ramutatdsa 0 informdciot jelent.

B szamara a bizonytalansig, ha a (B, nem B) eseményrendszert vesszik, szintén nem valtozik, mert az
(1/3, 2/3) eloszlas entrépidja ugyanaz, mint a (2/3, 1/3) eloszlasé. Ez maga is paradox kovetkeztetés: B
esélye 1/3-r6l 2/3-ra n6tt, mikozben helyzetének bizonytalansdga nem viltozott.

Ez azt mutatja, hogy az informaciémennyiség altalinos esetben fontos mutaté a helyzet értékelésére,
de példaul B helyzetének viltozasa a kegyelem valosziniiségének vdltozdsdval jobban jellemezhetd, mint
az Or altal nygjtott informacié mennyiségével.
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