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Ferenczi Janos, Nagybanya

Szamitogépes grafika
XVIIL rész
A fraktalok vilaga

A fraktdlok dnhasonls, végtelenil komplex matematikai alakzatok, amelyek valtozatos
formaiban legalabb egy felismerhetd (tehat matematikai eszk6zokkel leirhat6) ismétl-
dés tapasztalhat6. Az elnevezést 1975-ben Benoit Mandelbrot adta, a latin fractus (vagyis
tor6tt; torés) szo6 alapjan, ami az ilyen alakzatok tort szamu dimenzidjara utal. ,,A termé-
szet geometridjanak fraktal arculata van.” — vallotta Mandelbrot.

Az 6nhasonldsag azt jelenti, hogy egy kisebb rész felnagyitva ugyanolyan struktarat
mutat, mint egy nagyobb rész. Ilyen példaul a természetben a villim mintazata, a levél
erezete, a felh6k formaja, a hopelyhek alakja, a hegyek csipkézete, a fa agai, a hullamok
fodrozdédasa és még sok mds. ,,Hagy filfrissiilj a nagy Egésgben, lisd meg az Egészet minden ki-
esi részben.” — irta Goethe.

A fraktal széval rendszerint az 6nhasonlé alakzatok kozil azokra utalunk, amelyeket
egy matematikai formulaval le lehet irni, vagy meg lehet alkotni.

A generativ szamitogépes grafikaban fraktalok segitségével tudunk leirni olyan ob-
jektumokat (pl. felhSk, hegyek, névények stb.), amelyek egyszerd geometriai formaknak
nem felelnek meg,.
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Matematikailag a fraktdl egy olyan halmaz, amelynek a frakzil dimenzidja nagyobb a
topolégiai dimenzidjanal (t6rtdimenzios).

Az euklideszi geometriaban egy alakzat térbeli kiterjedtségét egy pozitiv egész szam,
az Gn. dimenzid jellemzi. A pontnak nincs kiterjedése, tehat a dimenzidja 0. Az egyenes
egydimenziés, mivel egyetlen irany szerinti kiterjedése mérhet6. Egy sikidomnak a sik-
beli kiterjedése két egymasra merbleges irany mentén mérheté (két dimenziés). A ben-
ninket kérilvevd vilig haromdimenziés, a matematikiaban pedig tobb dimenzi6 is léte-
zik.

Egy H halmaz topoldgiai dimenzidia &, ha minden pontjanak van olyan tetszélegesen
kis kérnyezete, aminek a hatara H-ban egy 41 dimenzi6s halmaz és £ a legkisebb ilyen
tulajdonsagi nemnegativ egész.

A topolégiai dimenzié mindig egész
szam.

Szigoraan 6nhasonlé halmazok Gssze-
tettségének j6 mérészama az an. hasonldsd-
g dimenzid. Ha {1,,....,f, hasonlésagi transz-
formdciok, amelyeknek hasonlésagi ténye-

I sziamok és K az (fl,...,f)

261 Tyl

n

figgvényrendszer invarians halmaza, ak-
kor azt a pozitiv s szamot, amelyre teljestl

1. dbra
Fotorealisztikus tdj — fraktilok segitségével

az 1, +---+1, =1 egyenldség, a K halmaz
hasonlésagi dimenzidjanak nevezzik.

Azt is mondhatjuk, hogy a dimenzi6 azt jelenti, hogy milyen hatvany szerint aranylik
a méret a nagyitashoz.

Tegytk fel, hogy a H halmaz N darab hasonl6 részbdl all, amelyek s-szeres (s < 1)
logN
logs

nagyitasai H-nak. Ekkor: D(H) =

Induljunk ki egy szakaszbdl. Ha az eredeti szakaszt az N-ed részére kicsinyitjik
(skalazzuk), akkor ebbdl az 4j szakaszbdl pontosan N (vagyis N') darabra van sziikség,
ha le akarjuk fedni veliik az eredeti szakaszt. Ha egy négyzetet kicsinyitiink az N-ed ré-
szére, akkor pontosan IN? darab, kocka esetén N? darab kicsinyitett masra van sziiksé-
gink. Kénnyen észrevehetjik, hogy a kitevében 1év6 szam az objektum euklideszi (vagy
topolégiai) dimenzidjaval egyezik meg. Ha a kitev értéke valos szam, tetszéleges 6nha-
log N(s)

sonlé alakzat dimenzidja kiszamithat6 az aldbbi médon: D = lim

e—>0

log—
€

ahol N(¢) darab méretl alakzatra (az eredeti objektum skalazott valtozataira) van szik-
ség a teljes, eredeti objektum letakarasahoz. Az igy bevezetett dimenzié-fogalom a
Haussdorf-dimenzi.

Fraktalokra jellemz6 az un. box-dimenzid (vagy doboz-dimenzid) is.

A box-dimenzié meghatdrozasahoz egy négyzetracsot (magasabb dimenziéban koc-
karacsot stb.) kell a vizsgalt alakzatra helyezniink.

Ezutan meghatarozzuk azon cellak minimalis szamat, amelyek segitségével az alak-
zatunk lefedheté. Ha ezzel megvagyunk, finomitsuk a racsot, haszniljunk példaul fele
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akkora cellaméretet, mint kezdetben. A lefedéshez sziikséges cellak szama igy nyilvanva-
l6an megnd, szamunkra most az az érdekes, hogy mennyivel. Egy egyenes szakasz ese-
tében fele akkora cellakbdl kétszer annyira, mig sikidomok esetén négyszer annyira len-
ne szikség.

Jeloljik N-nel egy adott alakzat lefedéséhez szikséges cellak szamat és jeldlje 7 az

alkalmazott cellaméretet. Ekkor a kévetkez6 dsszefiiggés érvényes: N =r1""% | ahol a ki-
tevoben szerepl6 Dp-t az alakzat box-dimenzidjanak nevezzik.
Rendezve az egyenletet:

Elénye, hogy nem sziikséges egzakt 6nhasonldésag a hasznalatahoz, igy akar un.
dnaffin alakzatok dimenzidjanak mérésére is felhasznalhato.

Linearis fraktalok

A Cantor-halmaz megszamlalhatatlanul (végtelenil) sok pontbdl allé halmaz, amely-
nek a teljes hossza 0 (Cantor-por, 1877).

Hany dimenziés a Cantor-halmaz?
Nem 1 dimenzids, mert nincs hossza, de
nem is 0 dimenzids, mert a pontok konti-

nuumot alkotnak. L] L]
A Cantor-halmaz dimenzidja: D = o s [ —

In(2)/1n(3) = 0,6309.
H E H E H E HE

Iterativan igy allithatjuk el6 a Cantor
halmazt: vegyiink egy n hosszsisdgi sgakaszt (1. 2. abra. A Cantor-por
lépes), rajzoljuk ki (2. lépés), osszuk fel harom
egyenld résgre (3. lipés), tartsuk meg az elsd résgt
és ag utolsdt, a kiépsit pedig vessiik el (4. lé-
Dés), egy adott iterdldsi értékig folytassuk a 2. lé-
Péstdl az elsd és ag ntolsd megmaradt szakaszra.

A Koch-girbét Helge von Koch svéd
matematikus  1904-ben példaként hozza
fel olyan g6rbére, amelynek semelyik
pontjaba nem htzhaté érint6. Dimenzidja
kb. 1,261.

A Sierpinski-szonyeget 1915-ben alkotta
meg Waclaw Sierpinski, lengyel matemati-
kus. Az alakzatban harmadakkora részek-
bél nyolcat hagyunk meg, igy a sz6nyeg
dimenzidja: In(8)/In(3) = 1,8928. Harom-
szOg alaka valtozata a Sierpinski-haromszog,
3D valtozata a Menger-szivacs.

Tterativan igy tudjuk el6allitani a Sierpinski-haromszoget:

oy

3. abra. A Koch-gorbe iterativ generdldsa

—  Vegytink egy tetszbleges méretd szabalyos haromszoget. Rajzoljuk be a kézép-
vonalait.
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—  Ezek a szakaszok 4 kisebb (egybevagd) haromszogre osztjak fel az eredetit.
Ezek kozil:
0 tavolitsuk el a kbzéps6t. A maradék harommal ismételjik meg a fenticket.
—  Egy elég nagyszamu iteracios 1épés utan az eredmény a Sierpinski-haromszog
lesz.

4. abra
A Sierpinski-szinyeg, haromszig, valamint a Menger-sgivacs

A fent emlitett fraktdlok az an. lnedris fraktilok. A fraktilok ugy generalhatok, hogy
az 6nhasonldsagot jellemzé mintazatot ismételjiik egyre kisebb méretaranyokban (azaz
nagyobb felbontasban). Ha az egyes felbontasok kozott az atmenetet affin transzforma-
ciokkal képezziik, akkor linearis fraktalokat kapunk.

Komplex fraktalok

Ha az egyes iteraciés 1épésekben nem linearis leképzést alkalmazunk, akkor nem li-
nearis fraktalokat kapunk eredményul.

A Julia-halmazok azon g komplex szamok halmazai, amelyekre a 39 = g, g+1 = z?+¢
iteracié eredménye nem a végtelenbe konvergal (¢ itt egy komplex paraméter, azaz min-
den ¢-hez tartozik egy Julia-halmaz).

Gaston Julia (1893-1978) francia matematikusrél kaptak a neviket, aki 1918-ban
megjelent munkajdban ismertette Sket.

¢=-0,2+i0,75

5. abra
Julia-halmaz a ¢ = i, valamint a ¢ = 0,2+40,75 konstansokra

A Mandelbrot-halmaz azon ¢ komplex szamok halmaza, amelyekre a z =0,
41 = gAteiterdcié eredménye nem a végtelenbe konvergal. (|¢] £2)
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A fekete—fehér Mandelbrot-halmazt kénnyl kirajzolni, hisz a fenti definici6 értel-
mében szinte egyértelmien adédik az algoritmus (abrazoljuk a ¢ komplex szamot az x, y
koordinatak segitségével).

+Y T‘.l" Y
- - - ‘ TR Ty — 5™
konvergens divergens divergens
6. abra

Konvergencia és divergencia

A szines Mandelbrot-halmaz megva-
16sitasahoz értelmezzik el6szor a diver-
gencia fogalmat.

Definialjunk egy kort: »® + 2 = R,
iteraljunk az (xp, o) pontbdl kiindulva K-
szor, ha egy pont a kérén kivilre kertl,
akkor divergens, kiilénben konvergens.

A divergencia fogalmanak ismereté-
ben definialjuk a szokési idd fogalmat: azon
L 1épésszam, amikor egy pont a kéron
kiviilre kertll. Minél kisebb az L, a pont
anndl gyorsabban kertil a végtelenbe.

Minden ponthoz rendeljiink hozza

egy szint az L szOkési id6 fuggvényében, 7. dbra
és megvan a szines Mandelbrot- Mandelbrot-halmaz,
halmazunk.

L-System fraktalok

1968-ban Aristid Lindenmayer, ma-
gyar szarmazasu elméleti biolégus és bo-
tanikus alkotta meg a réla Lindenmayer-
rendszernek, réviden L-Systemnek neve-
zett formalis leirasi médszert. Kulénb6z
névények novekedését vizsgalva rajott,
hogy kozilik igen sok leithaté néhany
egyszert formalis szaballyal. Ehhez csak
egy megfelel§ generativ grammatikat kell
rogzitent. 8. dbra

Egy generatfv grammatika a G = <N, A Barnsley-pfriny
T, S, P> rendezett négyes, ahol:

—  N: abécé, valtozok halmaza (nemterminalisok)
— T konstansok (terminalisok) halmaza
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— 5t kezd6szimbolum
—  P:levezetési szabalyok halmaza

Példaul a Koch-gorbét a kévetkezéképpen lehet leirni:
- valtozdk: §
—  konstansok: +, —
- kezd6szimbolum: §
—  szabdlyok: § — S+S5-S-5+S
Az S rajzolast, a + jel kilencven fokkal balra, a — jel pedig kilencven fokkal jobbra
torténd fordulast jelent.
A Barnsley-pafranyt igy {rhatjuk le:
—  valtozék: S, F
—  konstansok: +,—, [, ]
- kezd6szimbolum: §
—  szabalyok: S — F—[[S]+S]+F[+FS] -S, F — FF
—  fordulasi szog: 25°
Az F rajzolast, a — jel adott szoggel balra, a + jel jobbra fordulast jelent. Az S-hez
semmilyen rajzolasi mivelet nem kapcsolédik, a szerepe a killénleges forma kialakitasaban
van. A [ menti az aktualis pozicié és szOg értékeket, amelyek a | jellel visszatolthetSk.
Specialis L-System fraktalok a graffdlok. A graftilok egyszert szabalyokbdl iterativ el-
jarassal létrehozott alakzatok, amelyek novényeket modelleznek.
—  Legyen egy négy jelbél all6 nyelv: 0, 1, [, ].
— A [-t mindig koveti egy |, a | el6tt mindig all egy |.
— A [] paros kozott egy vagy tébb jel is allhat.
— A 0¢és 1 jelentése: 1épj el6re egy egységnyit.
— A [jelentése: jegyezd meg az aktualis poziciét és iranyt, majd fordulj el megha-
tarozott szoggel.
— Al jelentése: menj vissza és fordulj a legutobb megjegyzett pozicioba és iranyba.
A graftal iteralasa (pl.):
—  Cseréljink ki minden 0-at 1[0]1[0]0-ra.
—  Cseréljink ki minden 1-et 11-re.

NN

™

SNNONN

9. abra
Példa graftdlra
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IFS fraktalok

Az IFS az Iterated Function System (iteralt figgvényrendszer) kifejezés réviditése. Egy
IFS nem mis, mint kontraktiv, R? — R? alaku transzformaciok kollekciéja, mely szintén
egy leképezés. Az ilyen tipusi leképezéseknek mindig van egy egyedi fixpontja, digitalis
képekre alkalmazva ez a fixpont altalaban egy fraktalkép. IFS-sel el6allithaté a fent emli-
tett fraktalok nagy része, pl: Cantor-halmaz, Sierpinski-hdromszog, és -szényeg, Koch-

gorbe.

1988. Barnsley kidolgozott egy médszert, amely digitalis képek j6 hatasfokd tomori-
tését tette lehet6vé IFS-ek felhasznalasaval.

A Barnsley-pafranyt ugy allithatjuk el§ IFS-ként, hogy kiindulunk az origébdl (xy =
0,90 = 0), kirajzoljuk a pontot, majd véletlenszerten alkalmazunk egy transzformaciot a
kévetkez6 négybdl (pl. 300 000-szer), a kapott 4j pontokat kirajzoljuk:

{xml =-0,15-x, +0,28-y,

x =0
1. { " , ezt a transzformaciot 1%-os valoszintséggel alkalmazzuk.

You =0,16-y,
=0,2-x,-0,26-y,
You =023-x +0,22-y, +1,6’

7%0-0s valoszintiséggel.

7%-o0s valdszinlséggel.

v, =026-x +024.y +0,44°

X, =0.85-x, +0,04-y,
Y, =-004-x +085y, +16

85%-o0s valdsziniséggel.

A , kaosz-jaték” fraktalok
A kdosz-jaték” fraktalok el6allitasinak egy ,jatékosabb moddja”, példaul a
Sierpinski-haromszog eléallithatd a kévetkezéképpen:

Vegytink fel hdrom pontot a sikban ugy, hogy azok egy egyenld szard harom-
sz0g csucsait hatarozzak meg,.

Cimkézzik fel ezeket a pontokat az 1, 2, 3 szamokkal. Ezeket bazisoknak fog-
juk hivni.

Ezutan kezdetét veszi a jaték. Vegyiink fel egy tetszélegesen kivalasztott pon-
tot a hdrom bazispont altal meghatarozott haromszgon beliil. Ezt jatékpont-
nak fogjuk nevezni. Majd djabb és Gjabb pontokat vesziink fel, a kévetkez6
szabaly szerint: sorsoljunk véletlenszertien egy 1 és 3 k6z6tti szamot.

Tegytk fel, hogy a kisorsolt szim az x volt. Ekkor késstik 6ssze képzeletben a
jatékpontunkat az x cimkéji bazisponttal, és vegytik fel 4j jatékpontként az igy
kapott szakasz felez&pontjat.

Ha elegendéen sok pontot vettiink fel, akkor tisztin felismerheté lesz a
Sierpinski-haromszég jellegzetes alakja.
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Kiul6nés attraktorok
Edward Lorenz, amerikai meteorolégus 1963-ban egy egyszer( id6jarasi modell fel-
allitasaval probalkozott. Az aldbbi egyenletrendszert vizsgalta:
% =o(y-x)
V=T|X—-y—Xz
z=-bz+xy

Eszrevette, hogy r=28, ¢=10,
b = 8/3 paraméterek mellett kis kezde-
ti feltételekbeli kilonbség esetén is
igen eltéré id6fejlédés tapasztalhato.
Amikor a rendszer viselkedését fazis-
térben 4brazolta, egy igen furcsa att-
raktor képe bontakozott ki a szemei
el6tt. Ez a rola Lorenz-attraktornak
elnevezett kiillonos 4dbra azoéta a kdosz
egyik jelképévé valt. 10. dbra.
A Lorenz-attraktor

Véletlen fraktalok

Lattuk, hogy mar az IFS-fraktalokndl nagy szerepe van a véletlennek, a val6szind-
ségnek: a megadott transzformaciokat csak egy bizonyos valdszintséggel alkalmazzuk.

A valésagmodellezéskor is nagy szerephez jutnak a véletlen fraktalok, hisz a termé-
szet alkotta val6s objektumok nem teljesen szabalyosak.

A véletlen fraktalok vagy véletlen halmazokbdl veszik fel értékeiket, vagy egy gene-
ralt véletlen-szammal perturbaljuk a fraktal értékét, vagy valamilyen mas szinten kotéd-
nek a véletlenhez, pl. a Brown-féle mozgas palydjanak a fraktal jellegli tulajdonsigait
hasznaljuk fel.

A valésag modellezésében felileteket, felhézetet, atmoszférikus effektusokat stb.
nagyon jol el tudunk allitani Perlin-zaj alkalmazasaval.

Petlin zajfiiggvénye Rr-en értelmezett (f:R" — [-1, 1]), az egész szimokban cso-
mopontokat képzo racshoz igazitott pszeudo-véletlen spline fiiggvény, amely a véletlen-
szertség hatasat kelti, de ugyanakkor rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy azonos
bemeneti értékekre, azonos fliggvényértéket térit vissza. A gyakrabban haszndlt # érté-
kei 1 — animdci6 esetén, 2 — egyszerd texturak, 3 — bonyolultabb 3D textarak, 4 — ani-
malt 3D textarak (pl. mozgé felhdk).

A kévetkezbképpen generalhatunk Perlin-zajt: adott egy bemeneti pont. Minden
kornyez6 racs-csomépontra valasztunk egy pszeudo-véletlen értéket egy elére generalt
halmazbdl. Interpolalunk az igy megkapott csomépontokhoz rendelt értékek kézott, va-
lamilyen § gotbét haszndlva (pl. 3t* —2t°).
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11. dbra
Felh6zet Perlin-zajjal

Ha a Perlin-zajfiiggvényt kifejezésben hasznaljuk, kilonb6z6 proceduralis mintakat

és texturakat hozhatunk létre.

Ha ezeket a kifejezéseket fraktdl-6sszegben hasznaljuk, minden iterdciéban 1j adatot

vihetiink be, amely valamilyen médon befolyasolja a teljes képet. Példaul domborzat gene-
ralas esetén, az iteraci6 soran a fraktal dimenziéjat akarjuk befolyasolni, azaz minden itera-
ciéban az amplitddot osztani fogjuk egy bizonyos értékkel.

im]

im]

Kovacs Lehel

Cudod-e?

Tények, érdekességek az informatika vilagabol

Ha allasinterjira jelentkezik valaki a Google vagy Microsoft cégekhez, a szokasos,

szakmai tudast felmérd kérdéseken til szokatlan, de érdekes kérdésekkel is taldlkoz-
hat, amelyekkel arra kivancsi a kérdez8, hogy mennyire optimdlisan (adott esetben
mennyire koltséghatékonyan) kozeliti meg a munkavallalé az adott problémat.

Miért kerek a csatornafedél? (a Microsoft egyik kérdése)

A hagyomanyos fed¢l azért kerek, hogy ne essen bele a lyukba. A fedeleket rendsze-
rint gy tervezik, hogy a teherautok sulyat is elbitjak, ezért rendkiviil nehezek. Ha egy
fedelet beleejtiink egy lyukba, mikézben megprobaljuk a helyére tenni, nemcsak
megrongalhatunk valamit, hanem a fedelet is nehezen tudjuk felhozni. Ha a nyilas és
a csatornafedél alakja kerek, nem lesz ilyen problémank. Akarhogy forgatjuk, a fedél
nem esik bele az aknaba. Ha a négyszogletes fedelet megfelel6 szogben tartjuk, leejt-
hetjiik. A k6rhéz hasonléan pl. az egyenlé oldald haromszog alaku fedelet sem lehet
a lyukba ejteni, egy ilyen akndba viszont nehéz lemaszni. A kerek fedél azért is el6-
ny6s, mert sarkok hijan konnyebb a helyére tenni. A kerek fedél nehezebben ronga-
16dik meg, mint az, amelyiknek hegyes cstcsai vannak.

Ha 1 centi magas lennél (a méreteddel aranyosan csékkentett tdmeggel) és bedobna-
nak egy tires turmixgépbe ahol a pengék 60 masodperc mulva mozogni kezdenének,
mit tennél? (a Google egyik kérdése)
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